
388

 УДК 519.6, 551.46

ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА, 2025, том 61, № 3, с. 388–403

ВВЕДЕНИЕ

Академик Г.И. Марчук, известный ученый 
и организатор науки, создал крупную школу 
российских математиков в нескольких обла-
стях знаний. Пожалуй, самая многочисленная 
часть его учеников и продолжателей исследует 
проблемы вычислительной математики и реша-
ет задачи физики атмосферы и океана, охраны 
окружающей среды и климата. В частности, эта 
тематика исследований продолжает развивать-
ся двумя ветвями, в ИВМ РАН и ИВМиМГ СО 
РАН (бывшем ВЦ СО АН СССР). В настоящей 
статье мы даем краткий экскурс в нашу общую 
историю и систематизируем текущее состоя-
ние исследований новосибирской ветви школы  
Г.И. Марчука по усвоению данных наблюдений 
и смежным вопросам. 

Отдавая должное оригинальности и значи-
мости теоретических и прикладных результатов 
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Задача усвоения данных для нестационарных моделей переноса и трансформации примесей рас-
сматривается как последовательность связанных обратных задач о восстановлении простран-
ственно-временной структуры функций состояния с учетом поступающих в ходе моделирования 
данных измерений. Усвоение данных осуществляется вместе с идентификацией дополнительной 
искомой функции источника, которую мы называем функцией неопределенности модели. Целью 
работы является краткий исторический обзор и представление актуальной версии алгоритма усво-
ения данных для моделей химии атмосферы на основе операторов чувствительности и ансамблей 
решений сопряженных уравнений с демонстрацией работы алгоритма для трехмерной модели  
с нелинейным оператором измерений в одном из сценариев моделирования для Байкальского  
региона.
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наших коллег из ИВМ РАН, рекомендуем заин-
тересованным читателям ряд монографий: по 
проблемам динамики Земной системы и кли-
мата [Марчук и др., 1984; Марчук и др., 1987; 
Дымников и Залесный, 2019]; по тематике со-
пряженных уравнений, оптимального управле-
ния и вариационного усвоения данных [Марчук 
и др., 1993; Шутяев, 2001; Агошков, 2003, и т.д.]; 
по проблемам окружающей среды [Алоян, 2008]. 
Это далеко не полный список публикаций, на 
который хочется обратить внимание специали-
стов. Есть еще многочисленные статьи, содер-
жащие оригинальные результаты, в том числе  
и с зарубежными коллегами, в известных рос-
сийских и зарубежных рецензируемых журналах. 

На первом этапе работы в Новосибирске  
Г.И. Марчук инициировал в институте работы 
по созданию численных методов и алгоритмов 
для моделирования гидродинамических про-
цессов, сначала в атмосфере, а затем и в океа-
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не. Большое внимание было уделено актуаль-
нейшим вопросам прогнозирования погоды 
численными методами. Здесь был достигнут 
большой прогресс, поскольку модели, разра-
ботанные в ВЦ СО АН СССР были переданы 
в Западно-Сибирское Управление ГМС. Впо-
следствии, как естественное развитие темати-
ки по совместному решению задач атмосферы 
и океана, появилась возможность обратиться к 
вопросам исследования климата. С этой целью 
была организована группа специалистов, соста-
вивших позже ядро сотрудников ИВМ.

Проблема охраны окружающей среды нахо-
дилась в сфере научных интересов Г.И. Марчука 
на протяжении всей его жизни. Будучи дирек-
тором, он создал в нашем институте специаль-
ную лабораторию, основным направлением 
деятельности которой была разработка числен-
ных моделей и методов для решения природо-
охранных задач. Он сам непосредственно уча-
ствовал в развитии тематики и здесь его вклад 
бесценен [Марчук, 1964, 1974, 1982, 1992]. Осо-
бо следует отметить такие разделы, как сопря-
женные уравнения, вариационное усвоение 
данных наблюдений, обратные задачи, теория 
чувствительности. На протяжении многих лет 
мы развиваем концепцию природоохранного 
прогнозирования и проектирования, опираясь 
на основные идеи Г.И. Марчука в этой области. 

На начальном этапе работы лаборатории уси-
лия концентрировались на создании моделей 
гидродинамики атмосферы, их конкретных ре-
ализациях и приложениях к проблемам городов 
и промышленных регионов. Здесь следует упо-
мянуть большое влияние работ Г.И. Марчука  
в области вычислительной математики [Мар-
чук, 1974, 1988] в части постановок задач и раз-
работке численных алгоритмов. Безусловно 
перспективным являлось использование мето-
дов расщепления, без которых и сейчас не обхо-
дится практически ни одна сложная современ-
ная модель. 

Природоохранные задачи предусматрива-
ют оценку качества среды, и, в первую оче-
редь, атмосферного воздуха, который связан  
с загрязнением от источников естественного  
и антропогенного характера. Для этой цели си-
стема уравнений гидродинамики дополнялась 
уравнением распространения примеси. По-
следняя сначала рассматривалась обобщенно, 
как трассер, переносимый воздушными пото-

ками, рассчитанными по гидродинамической 
модели. Впоследствии к гидродинамической 
модели добавились модели химической кине-
тики, которые были созданы в сотрудничестве  
с коллегами из Института химической кинетики  
и горения Сибирского отделения АН СССР. Отра-
ботка методологии решения задач атмосферной 
химии осуществлялась на примерах процессов 
превращения веществ, типичных для атмосферы 
индустриально нагруженных городов и регио-
нов: трансформации серу- и азотсодержащих ве-
ществ и фотохимического окисления метана при 
различных вариантах энерго- и теплоснабжения 
[Пененко и др.,1984; Пененко и Алоян, 1985; Ба-
жин и др., 1991; Пененко и др., 1997].

Решение совместных задач динамики и хи-
мии атмосферы [Baklanov et al., 2014; Baklanov et 
al., 2018] предъявляет дополнительные требова-
ния ко всем алгоритмам реализации, в том чис-
ле и алгоритмам усвоения данных [Bocquet et al., 
2015]. Перечислим лишь некоторые особенно-
сти этого класса задач. 

• Химический состав атмосферы может бы-
стро меняться, поэтому интерес представляют 
текущие и будущие состояния системы (оценка 
текущего состояния и прогноз “химической по-
годы”) в “реальном времени”. 

• Разнообразие химических механизмов и их 
нелинейный характер; различные временные 
масштабы процессов порождают “жесткость” 
систем уравнений химической кинетики. 

• Существенное влияние на поведение си-
стемы оказывают не только начальные данные, 
но и параметры моделей и источники примесей. 

• Высокая размерность (≈107) современных 
моделей атмосферной химии, которая опре-
деляется пространственным разрешением их 
дискретных аналогов и количеством рассма-
триваемых веществ, вынуждает заботиться  
о вычислительной эффективности алгоритмов. 

• Данных измерений обычно существенно 
меньше, чем искомых переменных. Кроме того, 
ошибка измерений концентраций может быть 
достаточно велика. 

Вариационный формализм, восходящий в 
метеорологии к работам Ю. Сасаки [Sasaki, 1958, 
1970], оказался полезным инструментом для соз-
дания комплексной системы моделирования. Для 
реализации комплекса природоохранных моде-
лей в ВЦ СО АН СССР был разработан системный 
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подход, основанный на вариационном принципе 
[Пененко, 1975, 1981, 2009], объединяющий все 
элементы технологии математического модели-
рования. В формулировке вариационного прин-
ципа присутствуют несколько основных компо-
нентов. Это модели процессов, представленные 
соответствующими системами уравнений с кра-
евыми и начальными условиями (они входят в 
виде интегрального тождества); данные наблюде-
ний и модели наблюдений; априорная информа-
ция обо всех искомых элементах системы моде-
лирования; целевые критерии прогнозирования 
и проектирования, например, функциональные 
ограничения на качество окружающей среды, са-
нитарно-экологические стандарты качества жизни  
и здоровья населения агломераций и др. С пози-
ций вариационного принципа численные модели 
являются ограничениями на класс функций и 
связями между параметрами и функциями со-
стояния.

В природоохранных задачах часто требует-
ся использование комбинированных методов 
прямого и обратного моделирования. Прямое 
моделирование представляет модели различной 
степени сложности; методы обратного модели-
рования обеспечивают совместное использо-
вание моделей и данных наблюдений и, следо-
вательно, реализуют более высокие системные 
уровни проблемы в целом. Основной функци-
онал для организации системы моделирования 
формируется так, чтобы учесть в нем все модели 
и доступные данные наблюдений, а также ми-
нимизировать влияние неопределенностей, ко-
торые в них имеются.

Вариационный подход сводит задачи об-
ратного моделирования к задачам минимиза-
ции целевого функционала. Для минимизации 
целевого функционала можно использовать 
как классические градиентные, так и различ-
ные метаэвристические алгоритмы (см., на-
пример, [Penenko et al., 2022]). Для построения 
градиентов целевых функционалов обычно ис-
пользуются сопряженные уравнения и теория 
чувствительности. Применение теории чув-
ствительности позволяет связать вариации це-
левого функционала с вариациями параметров, 
входящих в рассматриваемую систему [Пенен-
ко, 1975; Марчук и Пененко, 1979; Marchuk and 
Penenko, 1981; Пененко и др., 1985]. 

Вариационные алгоритмы усвоения данных 
и первые примеры их реализации для задач фи-

зики атмосферы были представлены в [Пенен-
ко и Образцов, 1976; Marchuk and Penenko, 1981]. 
В работе 1976 г. был предложен вариационный 
алгоритм согласования полей метеоэлементов. 
Публикация 1981 г. появилась в монографии 
по материалам доклада и итогам конференции 
“Monsoon Dynamics”, которая состоялась в 1977 
г. в Нью Дели. Работа посвящена применению 
теории возмущений и теории управления в чис-
ленных моделях динамики атмосферы и океана. 
В численном примере было показано восстанов-
ление поля геопотенциала на сфере при отсут-
ствии части данных наблюдений, относящихся 
к океану. Примечательно, что публикация поя-
вилась в главе “Некоторые важные методы ма-
тематического моделирования (Some important 
mathematical modeling techniques)”. 

Вариационное усвоение данных привлек-
ло внимание зарубежных коллег [Le Dimet and 
Talagrand, 1986]. Впоследствии вариационное 
усвоение данных (3DVAR и 4DVAR) широко 
распространилось по миру и было внедрено  
в оперативную практику прогнозирования по-
годы в Европейском центре среднесрочных про-
гнозов (ECMWF) в Рединге (Великобритания) 
и в других научных центрах. Алгоритмы усво-
ения данных [Bocquet et al., 2015; Carrassi et al., 
2018] широко используются для оперативного  
и квазиоперативного контроля качества воздуха 
[Elbern et al., 2014; Silver et al., 2015; Nguyen et al., 
2018; Xing et al., 2020; Mijling, 2020; Nguyen and 
Soulhac, 2021]. 

Общая структура технологии моделирова-
ния, основанная на вариационном подходе, 
его подробное описание и построение с его 
помощью согласованных конечно-разност-
ных версий математических моделей имеется в 
[Пененко, 1975, 1981]. Для построения числен-
ных схем мы применяем методы декомпозиции  
и расщепления, обеспечивающие им свойства 
суммарной аппроксимации и допускающие па-
раллельную организацию вычислений [Penen-
ko et al., 2014]. В частности, были разработаны  
и протестированы алгоритмы быстрого усвое-
ния данных с вариационным усвоением на от-
дельных этапах схемы расщепления. В случае 
контактных измерений такая схема позволяет 
реализовывать безытерационные (т.н. “пря-
мые” алгоритмы) [Пененко и Пененко, 2014; 
Пененко и др., 2016, 2018]. 



ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА         том 61         № 3          2025

АЛГОРИТМЫ УСВОЕНИЯ ДАННЫХ ДЛЯ МОДЕЛЕЙ ХИМИИ АТМОСФЕРЫ 391

В современной версии алгоритмов мы рас-
сматриваем задачу усвоения данных для неста-
ционарных моделей в более общей формулиров-
ке: как последовательность связанных обратных 
задач восстановления пространственно-вре-
менной структуры функций состояния с учетом 
различных наборов данных измерений, посту-
пающих в процессе моделирования. Ключевой 
особенностью этого класса задач является со-
впадение модельного времени и времени сбора 
данных. Усвоение данных осуществляется с по-
мощью идентификации некоторой внутренней 
искомой функции модели, которую мы называ-
ем функцией неопределенности. Для решения 
обратных задач могут использоваться любые 
подходящие методы. 

Одной из основных неопределенностей при 
изучении качества воздуха является инфор-
мация об источниках (и стоках) химических 
веществ [Elbern et al., 2007; Bocquet et al., 2015]. 
Поэтому в качестве основной задачи обратного 
моделирования будем рассматривать обратную 
задачу идентификации источников [Марчук, 
1982; Пененко и др., 1985; Pudykiewicz, 1998; Де-
сятков и др., 1999; Issartel, 2003,2005; Mamonov 
and Tsai, 2013; Turbelin et al., 2014; Kumar et al., 
2015; Bieringer et al., 2017]. 

Системы мониторинга качества атмосферно-
го воздуха различаются по своему временному 
и пространственному охвату, составу наблюда-
емых химических веществ и точности получа-
емых данных. С помощью различных систем 
мониторинга собирается огромное количество 
разнородных данных, поэтому повышение эф-
фективности использования этих данных явля-
ется научной проблемой [WMO, 2015, 2018; Sokhi 
et al.,  2022]. Следовательно, другим важным 
компонентом постановок задач обратного моде-
лирования наряду с моделями изучаемых про-
цессов, являются операторы (модели) измере-
ний, связывающие измеряемые характеристики 
с некоторыми содержательными характеристи-
ками атмосферы, например, с распределением 
концентраций примесей в некоторой простран-
ственной области. Различным способам, изме-
рительному оборудованию и сетям мониторин-
га с их режимами работы могут соответствовать 
различные операторы измерений. В частности, 
нелинейные операторы измерений могут возни-
кать в задачах обработки данных дистанцион-
ного зондирования [Зуев и Зуев, 1992]. 

Наряду с оптимизационным подходом для ре-
шения обратных задач мы развиваем методику  
с использованием операторов чувствительности 
и ансамблей решений сопряженных уравнений 
[Пененко и др., 2019; Penenko, 2020]. Этот подход 
объединяет идеи из работ Г.И. Марчука, кото-
рый сформулировал подход к обратным задачам 
на основе ансамблей сопряженных уравнений 
[Марчук, 1964; Marchuk and Penenko, 1981], идеи 
методов “смягчения” (mollification) [Murio, 1993] 
и концепцию извлечения структуры из дан-
ных (“image to structure operator” [Le Dimet et al., 
2015]). Г.И. Марчук [Марчук, 1964] предложил 
объединить основанные на сопряженных зада-
чах интерпретации отдельных элементов дан-
ных измерений в одно уравнение. В случае боль-
шого количества элементов данных (например, 
спутниковых снимков высокого разрешения) 
прямое применение подхода усложняется, по-
скольку требуется решить большое количество 
сопряженных задач, равное количеству рассма-
триваемых элементов данных (например, пик-
селей) и требуется агрегация данных. Ранее ал-
горитмы идентификации источников на основе 
ансамблей сопряженных уравнений были при-
менены к линейной модели переноса примесей 
в [Issartel, 2005] и к нелинейной модели перено-
са-трансформации с точечными источниками 
и измерениями в [Mamonov and Tsai, 2013]. Кла-
стерная реализация алгоритма на основе ан-
самблей сопряженных уравнений для линейной 
задачи идентификации источника в масштабе 
города была представлена в [Панасенко и Стар-
ченко, 2009]. Обзор других методов, основанных 
на ансамблях сопряженных уравнений, можно 
найти в [Bieringer et al., 2017].

Оператор чувствительности собирается из 
функций чувствительности, соответствующих 
агрегатам данных измерений, и позволяет свя-
зать вариацию искомых величин (функций не-
определенности) с вариацией наблюдаемых пе-
ременных модели. Для вычисления операторов 
чувствительности обратной задачи использу-
ются наборы согласованных, в смысле тожде-
ства Лагранжа, численных схем. Ансамблевая 
конструкция оператора позволяет естественно 
комбинировать различные типы данных изме-
рений в одном операторном уравнении [Penenko 
et al., 2021], приводить к единому виду квази-
линейных операторных уравнений широкий 
спектр обратных задач, использовать специали-
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зированные алгоритмы для решения получаю-
щихся операторных уравнений [Penenko, 2020], 
естественно распараллеливать алгоритмы и ор-
ганизовывать их выполнение на высокопроиз-
водительных кластерных системах [Penenko and 
Rusin, 2022]. Отдельно отметим возможность 
оценки областей наблюдаемости (информатив-
ность данных) на основе анализа свойств опера-
торов чувствительности [Penenko, 2020; Penenko 
et al., 2021]. 

С помощью оценок информативности дан-
ных на основе операторов чувствительности  
и методов машинного обучения также был 
разработан гибридный алгоритм, позволяю-
щий уточнять решение обратной задачи за счет 
включения дополнительной априорной инфор-
мации [Penenko et al., 2024]. Это новое направле-
ние исследований Новосибирской школы соот-
ветствует активно развивающимся в настоящее 
время методам обратного моделирования на 
основе машинного обучения [Arridge et al., 2019; 
Liu et al., 2022; Cheng et al., 2023]. 

Для компьютерной реализации технологии 
моделирования в ИВМиМГ СО РАН разрабо-
таны и поддерживаются три разномасштабных 
и многоцелевых программных комплекса: AT-
MES (Atmospheric Transport and dispersion Models 
of global and regional scales for climatic Environmen-
tal Studies) [Penenko and Tsvetova, 2008, Penenko 
et al., 2012, Пененко и др., 2015a,b] ; MMAD&IT 
(Mesoscale Model of Atmospheric Dynamics and 
Impurity Transport) [ Pyanova et al.,2014; Пененко 
и др., 2015b]; и IMDAF (Inverse Modeling and Data 
Assimilation Framework) с применением к зада-
чам химии атмосферы [Penenko, 2020; Penenko et 
al., 2021, Penenko and Rusin, 2022; Penenko et al., 
2024]. Завершаем наш краткий обзор утвержде-
нием, что разрабатываемые в школе Г.И. Марчу-
ка алгоритмы, модели и методы соответствуют 
идеям осуществления в будущем полного пред-
сказательного моделирования Земной системы 
[Brunet, 2015; Mahura et al., 2024]. 

В следующих разделах статьи представле-
ны новые результаты наших исследований, ка-
сающиеся решения обратных задач на основе 
операторов чувствительности и ансамблей ре-
шений сопряженных уравнений. Мы рассма-
триваем новые версии алгоритма для задачи 
усвоения данных для нелинейных моделей ад-
векции-диффузии-реакции примесей в атмос-
фере c учетом нелинейных операторов измере-

ний. Эта версия является развитием [Penenko et 
al., 2024b] предыдущих вариантов с линейными 
операторами измерений и трехмерной моделью 
и [Penenko and Rusin, 2023] c нелинейным опера-
торами измерений.

МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ

Постановки задач 

Математическая модель для описания рас-
пространения Nc  реагирующих химических ве-
ществ рассматривается в области �Ω ΩT T= ×[ ]0, , 
где Ω  — достаточно гладкая аппроксимация 
ограниченной прямоугольной области 

0 0 0, , ,X Y Z×] [ ×] [   в 3 , T > 0,  ∂Ω  — граница 
области Ω , и t t T, ,[ ] ⊂ [ ]0 : 

∂
∂

− ∇⋅ ( )∇ −( ) + ( ) =

= ( ) + + ( )

ϕ
µ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

l
l l l l l

l l l

t
P t

t f r t

diag u ,

, , ,Π � x ∈∈ ×[ ]Ω t t, ,       (1)

n ⋅ ( )∇( ) = ( ) ∈ ⊂ ∂ ×[ ]( )diag µ ϕl l
outt t t0, , , ,x Γ Ω   (2)

ϕ αl l
int t t= ( ) ∈ ⊂ ∂ ×[ ]( ), , , ,x Γ Ω             (3)

ϕ ϕl l t t= ∈ =0, , ,x Ω � � �                       (4)

�l Nc= …1, ,

где t T∈[ ]0,  — время, x  — пространственные 
координаты, Nc  — число рассматриваемых ве-
ществ, ϕ ϕl l t= ( )x,  — концентрация -того веще-
ства в точке x,t T( ) ∈Ω , ϕ  — вектор, состоящий 
из элементов ϕl tx,( ), l Nc= …1, , , который назы-
вается функцией состояния, L Nc= …{ }1, , . Вме-
сто индекса далее мы будем также использовать 
обозначение соответствующего соединения. 
Функции µl tx,( ) ∈3  соответствуют коэффи-
циентам диффузии, diag a( )  — диагональная ма-
трица с вектором a  на диагонали, u x,t( ) ∈3  — 
вектор скорости ветра. Скорости должны 
удовлетворять условиям неразрывности сплош-
ной среды. Γ in( )  и Γ out( )  — части границы обла-
сти ∂ΩT , на которых вектор u x,t( ), соответ-
ственно, направлен внутрь области ΩT  или 
равен нулю, либо направлен из области ΩT; n  —  
вектор внешней нормали. Функции αl tx,( ), 
ϕl

0 x( )  описывают, соответственно, граничные и 
начальные условия, f tl x,( )  — известная a priori 
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функция источника; r tl x,( )  — неизвестная 
функция источника. В данном случае αl tx,( )  
соответствует “фоновой” концентрации l-той 
примеси за границами области. Элементы  
операторов продукции и деструкции 
P Tl l

Nc, : ,Π 0[ ]× →+ +   определены моделью 
трансформации. Выражения для операторов 
P,Π , полученные из кинетических уравнений 
для счетных концентраций, переписаны для ра-
боты с массовыми концентрациями. 

Все параметры модели условно делятся на 
“заданные” и функции неопределенности, за 
счет которых можно уточнять математическую 
модель. Обозначим через q  вектор неопределен-
ностей задачи — это вектор параметров модели, 
за счет которых предполагается решать задачи 
обратного моделирования. Вектор q  принадле-
жит некоторому заданному множеству Q . Здесь 
Q  обозначает множество предполагаемых иско-
мых функций источников выбросов. В нашем 
случае источники выбросов q  из Q  предполага-
ются стационарными ( r t rl lx x,( ) = ( ) ), неотрица-
тельными ( r tl x,( ) > 0 ); они выбрасывают  
определенный набор веществ L Lsrc ⊂ ,  
( r t l Ll srcx, ,( ) = ∉0 ). Дополнительно известно, что 
источники находятся только в “приземном” слое 
модели. 

Задачу определения функций ϕ  из (1)–(4) по 
известным q  будем называть прямой. Обозна-
чим ее решение через ϕ q[ ]. Пусть ϕ ϕ* *( ) ( )= 



q  —  

решение прямой задачи, соответствующее не-
которому “истинному” значению функции нео-
пределенности q *( ) ∈Q. Множество решений 
прямой задачи обозначим Φ = [ ] ∈{ }ϕ q q�| Q . 

Определим оператор наблюдений �H ϕ( ), ко-
торый связывает функцию состояния модели  
с результатами наблюдений и сформулируем 
обратную задачу по решению уравнения

H Iϕ δq I*( )



( ) = + ,                      (5)

относительно q *( ), где I  — известные данные из-
мерений, δI — функция из некоторого множе-
ства допустимых значений, которая представ-
ляет оценку ошибок результатов и моделей 
измерений. Обычно она неизвестна, но извест-
на частичная информация о ней, например, 

норма в некотором пространстве. Пусть данные 
измерений имеют вид пространственных 
“снимков” полей концентраций ϕ *( ), получен-
ных определенным способом в моменты време-

ни Θ = { } ⊂ [ ]
=

θm

m

M
T

1
0, .

Определим множество W  окон усвоения 

t t Tk k[ ] [ ]



 ⊂ [ ], ,0 , k NW= …1 , которые не пресе-

каются, и t tk k[ ] +[ ]= 1 , t 1 0[ ] = . Задача усвоения 
данных формулируется как последовательность 
связанных обратных задач на W . Искомые 
источники выбросов q  предполагаются посто-
янными в окнах усвоения. Для поиска источни-
ков используются данные измерений, попадаю-
щие в окно усвоения: { | , }.I t tl

m m k kθ  [ ] [ ]



 �  

Функция состояния при переходе из одного 
окна усвоения в другое считается непрерывной: 

ϕ ϕt tk k[ ] +[ ]( ) = ( )1 . В качестве начального при-

ближения для решения в k+1-ом окне усвоения 
используется результат решения на предыду-
щем окне q qk k+[ ]( ) [ ] ∞( )=1 0 .

Задача усвоения данных, в отличие от обрат-
ной задачи, нацелена на численное решение  
в потенциально неограниченном по времени 
интервале (T → ∞ ), соответствующем процессу 
мониторинга. Задача усвоения данных является 
более общей по отношению к обратной задаче 
(которая является ее частным случаем при 

N t t TW = 



 = [ ][ ] [ ]1 01 1, , ,� ). Алгоритм усвоения 

данных состоит из двух компонентов: алгорит-
ма решения обратных задач на окнах усвоения  
и способа переноса результатов решения с одно-
го окна усвоения на следующее для формирова-
ния априорной информации. 

Решение обратных задач на основе операторов  
чувствительности с нелинейными операторами  

измерений 

Схематично представим общую постановку 
обратной задачи. Пусть 

L ϕ * * ,( ) ( )( ) = q                             (6)

H I Iϕ δ*( )( ) = + ,                        (7)

где (6) обозначает модель процессов (1)–(4), ϕ  — 
функция состояния модели, q  — функция нео-
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пределенности обратной задачи, (7) — это мо-
дель измерений с нелинейным оператором 
измерений H ϕ( ), I  — результат измерений, δI  —  
погрешность измерений. В обратной задаче тре-
буется, зная операторы L H,  и данные измере-
ний I, определить q. Будем предполагать, что 
ϕ *( )  определяется из (6) единственным образом. 

Для некоторого оператора A  определим опе-
ратор разделенных разностей такой, что 

∇ 



 −( ) = −] [





( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x x x x A x A x2 1 2 1 2 1, ,��

где ∇ 





( ) ( )A x x2 1,  является линейным. Используя 

определение операторов разделенных разностей 

∇ 





( ) ( )H ϕ ϕ2 1, , можно для произвольной проб-

ной функции h  написать 

∇ 



 −( ) = −( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H h I I hϕ ϕ ϕ ϕ2 1 2 1 2 1, , ,

I I
,

где Н I nn nϕ( ) ( )( ) = =, ,1 2  и <.,.>_{I} — некоторое 

скалярное произведение в пространстве резуль-
татов измерений. Отсюда

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− ∇ 



 = −, , ,H h I I h

I

*
,
  

(8)

где .,. ϕ — скалярное произведение в простран-
стве функций состояния модели. 

Аналогично, из (6) можно для 

L q nn nϕ( ) ( )( ) = =, ,1 2  и произвольной ψ  получить 

∇ 



 −( ) = −( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L q q

q q
ϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψ2 1 2 1 2 1, , , ,

где // — скалярное произведение в пространстве 
функций неопределенности. Отсюда следует

ϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψ
ϕ

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− ∇ 



 = −, , ,

*
L q q

q
.  (9)

Выбирая ψ ψ ϕ ϕ= 





( ) ( )2 1, ;h  из решения сопря-

женного уравнения 

∇ 



 = ∇ 





( ) ( ) ( ) ( )L H hϕ ϕ ψ ϕ ϕ2 1 2 1, ,
* *

,       (10)
и объединяя (8) и (9), мы получим соотношение 
чувствительности между данными измерений  
и искомыми параметрами (например, источни-
ками выбросов):

I I h q q h
I q

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− = − 



, , , ;ψ ϕ ϕ .   (11)

В случае линейного оператора измерений 
[Penenko, 2020; Penenko A. et al., 2021], оператор 

разделенных разностей ∇ 





( ) ( )H ϕ ϕ2 1,  не зависит 

от ϕ n n( ) =, ,1 2, то есть ∇ 



 =( ) ( )H Hϕ ϕ2 1, . Так как 

значение функции состояния определяется со-
гласно (11) значением функции неопределенно-

сти, то можно записать ϕ ϕn nq n( ) ( )= 



 =, ,1 2   

и, следовательно, 

ψ ψ ϕ ϕq q h q q h2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )



 = [ [ ] [ ] ], ; : , ; .

Соотношение чувствительности (11) являет-
ся основным агрегатом для формирования опе-
ратора чувствительности по общей схеме разра-
батываемого подхода. Для этого зададим 
некоторый набор функций проектирования 

данных измерений U h= { }( )
∈

ξ

ξ Ξ
, и при опреде-

ленных q n n( ) =, ,1 2 �  получим соответствующий 
ансамбль решений сопряженных уравнений 

ψ ξ

ξ
q q h2 1( ) ( ) ( )

∈




{ }, ;

Ξ
. С их помощью можно опре-

делить операторы “извлечения структуры из 
данных” (аналогично [Le Dimet et al., 2015])  
и “чувствительности обратной задачи”

P I I h eU =
∈

( ) ( )∑
ξ

ξ ξ

Ξ
,

I
,

M q q z z q q h eU
2 1 2 1( ) ( )

∈

( ) ( ) ( ) ( )



 = 



∑, , , ;

ξ

ξ ξψ
Ξ q

,

где e ξ( )  — элементы канонического базиса Ξ. 
Для них верно соотношение 

M q q q q P I P IU U U
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )



 −( ) = −, .

Использование системы проектирования 
позволяет, во-первых, контролировать размер-
ность операторов чувствительности за счет агре-
гирования и, во-вторых, организовать апри-
орную фильтрацию шума в данных. Элементы 
ансамбля решений сопряженных уравнений 
можно вычислять параллельно, что способству-
ет эффективной реализации алгоритма усвое-
ния данных на современных вычислительных 
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системах. В качестве нелинейных операторов 
измерений также могут использоваться алго-
ритмы сжатия данных и алгоритмы подавления 
шума на основе нейросетей типа энкодер-де
кодер. 

Пусть выбрано некоторое вспомогательное 
значение функции неопределенности q , тогда 
для решения q *( )  обратной задачи (6), (7) верно 
квазилинейное соотношение

M q q q q P I P H q P IU U U U
* *, ,( ) ( )



 −( ) = − [ ]( ) +ϕ δ   (12)

которое и используется для поиска q *( )  и иссле-
дования свойств обратной задачи. Для решения 
уравнения (12) на основе разложения на линей-
ную и нелинейную части

M q q q q P I P H q wU U U, ,*[ ] −( ) = − [ ]( ) +( ) ϕ       (13)

w P I M q q M q q q qU U U= − 



 − [ ]( ) −( )( ) ( )δ �� * *, ,     (14)

используется алгоритм типа Ньютона-Канторо-
вича из [Penenko, 2020]. Алгоритм допускает эф-
фективное распараллеливание, в том числе и на 
системах с распределенной памятью [Penenko 
and Rusin, 2022], что позволяет применять его 
для решения трехмерных задач [Penenko and 
Rusin, 2023; Penenko et al.,2024b]. Начальное при-
ближение и результат работы алгоритма обозна-
чим через q 0( )  и q ∞( ). 

СЦЕНАРИЙ ОБРАТНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для численных экспериментов рассмотрим 
сценарий усвоения данных для Байкальского 
региона аналогичный представленному в ра-
боте [Penenko et al., 2024b] с тем отличием, что 
здесь выбран другой вид искомого источника  
и рассматривается нелинейный оператор изме-
рений. 

Предполагаем, что измеряются концентра-
ции озона O3  ( L Omeas = { }3 ); измерения заданы  
в виде мгновенных двумерных “снимков” полей 
концентрации по всей области. Как и в [Penenko, 
Rusin 2023], в качестве оператора измерений 
рассмотрим оператор, аналогичный интеграль-
ной концентрации (“total-column”) и соответ-
ствующий процессам ослабления излучения  
в атмосфере: 

H x y I C x y z t dm
a

Z
a l

m( ) ( )[ ]( ) = − ( )



∫ ( )ϕ ϕ, , , ,exp m

0
� z (15)

для заданных констант Ia  и Ca, моментов вре-

мени t Tm( ) ∈[ ]0,  и вещества l m( ). 
Для обработки данных типа двумерных 

“снимков” используем следующую систему 
проектирования:

h C X x C Y yx Snapshot
x

y Snapshot
yξ ξ ξθ θ θ θ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ( ) ( ), , , , , , ,� �

где ξ = …1, ,ΞSnapshot, C X x, , ,θ �Θ( )  — элементы си-

стемы ступенчатых функций на интервале 0, X[ ]:

C X x
X

x
X X

x
X X

, , ,

, ,

, ,

θ

θ θ

θ θ
�

�

�

Θ

Θ
Θ Θ

Θ Θ

( ) =

∈
+( )









∉
+( )









 1

0
1











.

Пусть количество снимков равно NSnapshot .  
Система проектирования данных имеет два па-
раметра: θSnapshot

x( )  и θSnapshot
y( ) , которые определяют 

пространственное разрешение рассматривае-
мых данных. Для любого изображения θx  и θy  
находятся, соответственно, в диапазонах 
0 1, ,… −( )θSnapshot

x  и 0 1, ,… −( )θSnapshot
y . Следовательно, 

ΞSnapshot Snapshot Snapshot
x

Snapshot
y

N= × ×( ) ( )θ θ . 

В алгоритме типа Ньютона-Канторовича ре-
шения 13( )  используются производная M q qU ,[ ] .  
Следовательно, для вычисления правой части 
(10) нам потребуются действия производных 
оператора 15( )  на функции проектирования 
∇ ( ) ( )H hm [ ]ϕ ξ* :

∇ = − [ ]( ) ( )
( ) −

( ) ( ) ( ) ( )

( )

H h C H x y C X x

C Y y t t

a x

y
m

m * m[ ] , , ,

, ,

ϕ ϕ θ

θ δ

ξ ξ

ξ (( ) ( )( ) −( )δ I I m ,

где δ  — соответствующие дельта-функции по 
времени и химическим веществам. Заметим, 
что обе части 15( )  не зависят от вертикальной 
координаты. Левая часть сопряженной задачи 
(10), определяемая моделью процессов, пред-
ставлена в работах [Penenko et al., 2020; Penenko 
and Rusin, 2022]. 



ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА         том 61         № 3          2025

ПЕНЕНКО и др.396

Измерения проводятся через каждые 4 ч ин-
тервала моделирования (исключая начальную  
и конечную точки), то есть количество снимков 
NSnapshot = 5.  Рассмотрены три системы проекти-
рования с параметрами пространственного раз-
решения

θ θSnapshot
x

Snapshot
y( ) ( )× ∈ × × ×{ }4 4 16 16 22 22, ,� � �  ,

и, следовательно, с различным количеством 
функций проектирования.

Для тестирования алгоритма рассматрива-
лась задача усвоения данных для области, соот-
ветствующей Байкальскому региону и изобра-
женной на рис. 1а (как и в [Penenko et al., 2024b]). 
Временной интервал соответствует интервалу 
24.07.2019 00:00 — 24.07.2019 24:00. Скорости ве-
тра и коэффициенты диффузии вычислены  
с помощью региональной модели WRF 4.2.1 
[Skamarock et al., 2019]. В модели (1)–(4) рассма-
тривается взаимодействие между Nc = 5  хими-

ческими соединениями O NO NO O P3 2 2
3, , , ,( ){ }  

согласно модели химии атмосферы из [Hunds-
dorfer and Verwer, 2013]: 

NO h NO O P O P O O

NO O O NO

y y

y

2
3 3

2 3

3 2 2

1 2

3

+ → + + →

+ → +

ν ( ), ( ) ,

.

� � � � � � � �

Первый коэффициент скорости реакции y1  
зависит от времени суток, а y2  и y3  являются 
постоянными:

y t
e tt

1

5

40

10 4 3600 20 3600

10
( ) =

× < < ×





− ( )

−

sec

иначе

, ,

,

sec sin

int

t t

t t
t

h

h h
h

( ) = −( )











= − 





π
16
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24

0 2.

, � �

,, ,� �t t
h =

3600

Рис. 1. “Истинная” функция источников rNO
*( )  — (а); результаты восстановления rNO

∞( )  для параметров системы проек-
тирования 22x22 в различных окнах усвоения:
(б) — [0.8x3600]; (в) — [8x3600,16x3600]; (г) — [16x3600,24x3600] 
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y y2
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3
161 87 10 10= ⋅ =− −. , ,� � � �

и int
th

24







 — это целая часть 
th

24
. Концентрация 

O2  считается постоянной.
В сценариях мы полагаем, что “истинная” 

функция распределения источников q *( )  состо-
ит из стационарных источников, распределен-
ных по горизонтали согласно рис. 1а), и распо-
ложенных по вертикали только на первом слое. 
Источники имеют различные неотрицательные 
мощности и выбрасывают только NO  (т.е. 
L NOsrc = { } ). Следовательно, задача поиска 

q * *

, , , , ( )
,( ) ( )

∈{ }
= ( ){ }r tl

l O NO NO O O P
x

3 2 2
3

 сводится к пои-

ску функции rNO
*( ) . Соответствующий источнику 

NO  результат работы алгоритма решения об-
ратной задачи или усвоения данных будем обо-
значать через rNO

∞( ). Для простоты начальные 
концентрации всех веществ, кроме O2  и O3  за-

даны нулевыми: ϕO
мг

м3

0
3

0 05= . , ϕO
мг

м2

0
3

284202= , 

ϕ ϕ ϕNO NO O P
0 0 0

2 3
0= = = . На границе Γ in( ), где скоро-

сти ветра направлены внутрь области, параметр 
краевого условия соответствует фоновым кон-
центрациям α ϕl l= 0. 

Начальное предположение о распределении 
источников в обратной задаче и в первом окне 
усвоения нулевое ( q 0 0( ) = ). Соответствующее 
решение прямой задачи будем называть “фоно-

вым” ϕ ϕ0 0( ) ( )= 



q . Рассматривается два размера 

окон усвоения: 4 ч и 8 ч. 
Количество точек сетки по времени, про-

странству и химическим веществам 
N N N N Nt x y z c× × × × = × × × ×711 43 44 11 5 . Об-
щее количество доступных данных измерений  
в обратной задаче N N Nx y Snapshot× × = × ×43 44 5 .

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

На рис. 1 представлена “истинная” функция 
источников rNO

∞( )  и результаты ее восстановле-
ния в различных окнах усвоения для параме-
тров системы проектирования 22x22. 

На рис. 2 представлен результат восстановле-
ния функции источников rNO

∞( )  в финальном 
окне усвоения для различных параметров си-
стемы проектирования: 4x4 и 16x16. На рис. 3 
представлены абсолютные ошибки восстанов-
ления источников rNO

∞( )  и функций состояния 
ϕNO

∞( )  в зависимости от модельного времени алго-
ритмом решения обратной задачи (IP) и алго-
ритмом усвоения данных с окнами усвоения 8 ч 
(8h) и 4 ч (4h). Для обратных задач стационарный 
источник разыскивается на всем интервале, по-
этому ошибка со временем не меняется. Для за-
дач усвоения ошибки в окнах усвоения отлича-
ются. На рис. 4 представлены относительные 
ошибки восстановления на всем интервале тех 
же характеристик, что и на рис. 3. На рис. 5 пред-
ставлено время решения задач обратного моде-
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Рис. 2. Результаты восстановления в финальном окне усвоения [16x3600,24x3600] для параметров системы  
проектирования 4x4 — (a); 16x16 — (б)
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Рис. 3. Абсолютная ошибка в зависимости от времени:
в источниках rNO

∞( )  — (а), (б); в функциях состояния ϕNO
∞( )  — (в), (г); для обратных задач (IP); 

для задач усвоения данных (DA) с окнами усвоения 8 ч (8h) и 4 ч (4h). Кривая “фоновое” соответствует решению  

прямой задачи ϕ 0( )  без учета данных измерений 

Рис. 4. Относительная ошибка восстановления для обратных задач (IP) и задач усвоения данных (DA) с окнами усво-
ения 8 ч (8h) и 4 ч (4h): 

(а) — источника rNO
∞( ); (б) — функции состояния ϕNO

∞( )  
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лирования, измеренное во временах решения 
прямой задачи. Среднее время решения прямой 
задачи составляет примерно 7 с. Время вычис-
лений измерено в Сибирском суперкомпьютер-
ном центре на гибридном кластере NKS-1P 
компании РСК, Москва, Россия, с использова-
нием трех узлов Intel Xeon Gold 6248R (каждый 
имеет 2 процессора x 24 ядра x 2 потока, 3.00 
ГГц, 384 ГБ оперативной памяти). Общее коли-
чество используемых ядер составляет 144. Узлы 
соединены с помощью Cluster Interconnect Omni-
Path со скоростью 100 Гбит/с. 

Анализируя рис. 4, мы можем отметить, что 
обратная задача решается практически точно  
с максимальным числом рассмотренных пара-
метров системы проектирования 22 22×  (анало-
гичное поведение наблюдалось и для линейного 
оператора [Penenko et al., 2024b]). В этом случае 
количество искомых N N Lx y src× × × =1 1892, 
меньше, чем количество использованных дан-
ных ΞSnapshot Snapshot

x
Snapshot
y

SnapshotN= × × =( ) ( )θ θ 2420.  
Для параметра 16 16× �  значение ΞSnapshot =1280,  
и точность восстановления значительно падает. 
Точность алгоритма усвоения при решении той 
же задачи (22 22× ) ниже, однако на ее решение, 
согласно рис. 5, требуется меньше времени вы-
числений. Аналогичная картина наблюдается 
при сравнении результатов для окон усвоения  
8 ч и 4 ч: точность восстановления для меньшего 

окна усвоения несколько ниже, чем для 8-часо-
вого окна, при этом время вычислений значи-
тельно ниже. Для примера 16 16× �  алгоритмы 
усвоения данных оказались точнее алгоритма 
решения обратной задачи. Предположительно, 
это связано с локальными стационарными точ-
ками алгоритма решения обратной задачи. Для 
примера �4 4×  все алгоритмы показывают похо-
жие результаты. Сравнивая рис. 1 и 2, можно за-
ключить, что восстановление для примера 4 4×  
качественно отличается от “истинного” реше-
ния, и в нем отчетливо проявляется система 
проектирования. Восстановление в ходе усвое-
ния данных для 22 22× � � и 16 16× �  больше соот-
ветствует “истинному” по локализации источ-
ников, однако отличается по мощности, что  
и приводит к относительно высоким количе-
ственным значениям ошибок восстановления. 
Точность восстановления функции состояния  
в относительных величинах несколько выше, 
чем при восстановлении источника (рис. 4). Для 
окна усвоения 4 ч, в отличие от окна усвоения  
8 ч, на рис. 3 можно заметить, что ошибка вос-
становления источника сначала убывает, а за-
тем возрастает. Такое отличие предположитель-
но вызвано соотношением между длиной окна 
усвоения и интервалом между измерениями. 

Таким образом, предлагаемая версия ал-
горитма эффективно работает в целом, но 
сильно зависит от разрешения системы про-
ектирования. Последнее, однако, позволяет 
построить соответствующую стратегию при 
решении практических задач, выбирая между 
точностью решения и временем получения ре-
зультата.

Что касается расширения области прило-
жений разработанного алгоритма, то можно 
предположить, что в качестве нелинейного опе-
ратора измерений может также использоваться 
оператор удаления шума из данных, например, 
реализованный в виде предобученной нейросе-
ти, натренированной на удаление определен-
ного вида шума. Так как стандартные средства 
позволяют дифференцировать нейросетевые 
операторы, то их сравнительно легко включить 
в алгоритм, что и планируется сделать. 

Новая тематика в природоохранном про-
гнозировании и проектировании связана с 
концепцией цифрового двойника природного 
процесса. Она предполагает разработку систе-
мы, включающей взаимосвязанные модели из-

0 2 4 6

22×22 IP

22×22 DA 8h

22×22 DA 4h

16×16 IP

16×16 DA 8h

16×16 DA 4h

4×4 IP

4×4 DA 8h

4×4 DA 4h

Рис. 5. Относительное время вычислений, измерен-
ное во временах решения прямой задачи 
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учаемого процесса и двухсторонние информа-
ционные связи между моделями и прототипом. 
Процессы переноса и трансформации примесей  
в атмосфере могут, в частности, рассматривать-
ся как прототип для цифрового двойника. Так 
как состояние этого объекта динамично меня-
ется и не является в полной мере наблюдаемым, 
то актуальными становятся задачи уточнения 
параметров моделей по имеющимся разнород-
ным данным мониторинга, в том числе и в ре-
жиме усвоения данных (т.е. в процессе получе-
ния данных).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подход с использованием ансамблей реше-
ний сопряженных уравнений на первый взгляд 
представляется альтернативой вариационному, 
однако они дополняют друг друга, расширяя 
возможности и увеличивая гибкость методики 
в целом. В основе обоих подходов лежит соотно-
шение чувствительности. Оба подхода исполь-
зуют формулировки со слабыми ограничени-
ями, когда в постановках задач в том или ином 
виде могут учитываться “любые неопределенно-
сти”, начиная от недостатка знаний о “точном” 
описании изучаемых процессов и заканчивая 
возможными ошибками компьютерной реали-
зации.   Все вместе обеспечивает согласование 
всех объектов технологии прямого и обратного 
моделирования.

В работе представлены алгоритмы усвоения 
данных для трехмерной модели адвекции-диф-
фузии-реакции примесей в атмосфере с нели-
нейными операторами измерений на основе 
операторов чувствительности и ансамблей ре-
шений сопряженных уравнений. Алгоритмы 
реализованы и протестированы в рамках раз-
рабатываемой системы обратного моделирова-
ния Inverse Modeling Data Assimilation Framework 
(IMDAF) на задачах оценки качества возду-
ха для Байкальского региона. Таким образом, 
можно заключить, что реализованный алго-
ритм расширяет область применимости алго-
ритмов на основе операторов чувствительности.
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The problem of data assimilation for nonstationary models of impurity transfer and transformation is 
considered as a sequence of related inverse problems of restoring the spatiotemporal structure of state 
functions, taking into account the measurement data received during modeling. Data assimilation is carried 
out together with the identification of an additional desired source function, which we call the uncertainty 
function of the model. The purpose of the work is a brief historical overview and presentation of an up-
to-date version of the data assimilation algorithms for atmospheric chemistry models based on sensitivity 
operators and ensembles of solutions to adjoint equations. A demonstration of the algorithm for a three-
dimensional model with a nonlinear measurement operator is given in a modeling scenario for the Baikal 
region.

Keywords: data assimilation, transport and transformation models, adjoint equations, sensitivity operator, 
inverse modeling, measurement data
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